Correction du DST n°1

Exercice 1

1 s
1. o Initialisation : Pour n = 1 on a sin(a) = sin(2a/2) = 2sin(a/2) cos(a/2) d’out cos(a/2) = 3 511(1(/)2) L’égalité
sin(a
est vraie pour n = 1.
o Hérédité : Supposons que 1’égalité soit vraie pour un certain entier n € N*. Alors
n+1 a a
H cos (Qk) = cos (2n+1) X H cos (2k)
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la propriété est donc vraie pour ’entier n + 1.
e Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € Non a
- a 1 sin(a)
H cos|—)=——F""~
(2k) 2" i (2
k=1 S 27
i ()
2. On sait que lim 4 0 et que lim | d’apres le cours, donc lim a2 =
n—-+oo 2N z—=0 I n—+oo o
2n
On peut écrire :

B a
H o (%) _ sin(a) x - on
k=1

donc par inverse et produit de limites :

Exercice 2
1. Pour tout z € Ron a:
2cos(2z) 4 2(v/2 — V/3) cos(z) + 2 — V6 = 0 <= 2(2cos?(x) — 1) + 2(v2 — V3) cos(z) + 2 — V6 =0
= 4cos?(z) +2(V2 — V3) cos(z) — V6 =0

2v2 +2v3)%2 =4 x 24+ 4 x 3+ 86 = 20 + 8/6. Or 2¢/2 + 21/3 est un réel positif donc /20 + 8v/6 = 2v/2 + 21/3.
3. On pose X = cos(z). L'équation 4X2 + 2(v/2 — v/3)X — /6 a deux solutions :

X C2(V3—-V2)+2(vV2+V3)
' 8

¥ ~2(V3—v2)—2(vV2+V3)
> 8

SES

_ V2
T2



4X?2+2(V2-V3)X —V6 =0

x est solution de (F) <= {

X = cos(z)
X = £ X = ;\/5
— 2 2
X =coszx
-2
<= coST=— O0ou CcosS=——
2 2
Ces deux dernieres équations ont pour ensemble de solutions respectives :
T T 37 —37
Sy = {6+2k7r;—6+2k7r | keZ} et Sp={°F+2hm " 2k | keZ

donc ’ensemble des solutions de E est S = S; U Ss.

Probléme
Partie I

1. (a) g est dérivable sur ]0; +oo[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.
Pour tout z €]0; +o0],

1 x2—In(z)
) = =220

1—In(x)
22

donc pour tout réel x strictement positif, ¢’(x) est du méme signe que 1 — In(x) : positif si < e et négatif sinon.

En outre on a lim g(z) = —oo par quotient et lim g(x) = 0 par croissance comparée. On en déduit le tableau
z—0 T—+o00
suivant :
x 0 e +0o0
9'(x) + 0
gle)=et
—00 0

La courbe représentative de g admet une asymptote verticale d’équation z = 0 et une asymptote horizontale
d’équation y =0 :

¢ 10 20 30 40 50

—2 U

1
(b) On suppose 0 < a < —. D’apres le tableau de variation de ¢ :
e

e g est continue sur |0; e[ (car dérivable sur cet intervalle)

e g est strictement croissante sur |0; e[

e ac€] alcigbg(x);g(e)[



donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel u(a) €]0;e[ tel que
g(u(a)) = a.
De méme :
e g est continue sur | e; +o00[ (car dérivable sur cet intervalle)
o g est strictement décroissante sur ] e; +o0]
« a€] lim g(z);g(e)l
donc d’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel v(a) €]e;+o0[ tel que
9(v(a)) = a.
(E,) posséde donc exactement deux solutions, une sur ]0; e[ et une sur | e; +oo].
De plus, g(a) =0 < a donc on a bien 1 < u(a) < e < v(a).

D’apres la courbe représentative de g et son tableau de variations :

« Sia>1, (E,) n’a aucune solution.

s Sia=1,(E,) admet e comme unique solution.

e Si0<a< i, (E,) admet exactement deux solutions.

o Sia <0, (F,) admet exactement une solution comprise entre 0 et 1.

hq est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.
Pour tout z €]0; +o00(, on a :

2 2 —
W)= —a="""
x x
donc R (x) est du méme signe que 2 — az.
Enfin, par somme lir% he(z) = —o0 et par croissance comparée 11111 ha(z) = —oo d’otui le tableau suivant :
Ty T——400
T 0 % +00
hl (x) + 0 -
ha(2/a)
ha 7 ~
—00 —00

On a: he(2/a) =2In(2/a) +1Ina —2=2In(2) —lna — 2

2

4
Si0 <a< —,alors 0 < ae® < 4 donc par stricte croissance du logarithme on a In(a) + 2In(e) < In(4) d’ott

In(a) + 2 < 21n(2). On en déduit que dans ce cas h,(2/a) > 0.
o hg est continue sur ]0;2/a[ et sur |2/a; +oo[ (car dérivable)
e h, est strictement monotone sur ces deux intervalles.
o 0¢€] ill}% ha(z); he(2/a)] et 0 €] wginoo ha(x); ha(2/a)]
donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a ces deux intervalles il existe exactement

2
deux valeurs de x dans ]0; +o00[ pour lesquelles h,(z) = 0, 'une entre 0 et — et 'autre entre — et +o0.
a a

4
Si 0 <a < — on a déja montré que (Fy) avait exactement deux solutions.
e

4
Sia= 2 alors (F,) admet pour unique solution z = .

4
Sia > —, alors pour tout x €]0; +00[, ha(z) < 0 done (F5,) n’admet aucune solution.
e

3. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b et x €]0; +o0].
Alors : 0 > —ax > —bx

donc
donc

donc

d’ou :

t1>e 9 s e 5
Tol<—eT < e <
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%—1<fa(x) < fo(x) <%




1
4. (a) lim — = +o0 et lim e = e’ = 1 donc par somme | lim f,(z) = +o0o |
z—0 z—0

x—0
(b) lim —azx=-ooet lim eX¥ =0donc lim e % =0 et par somme| lim f,(x)=0]|
r—+00 X—=—0 r—+o0 r—+00

5. (a) Pour tout z €]0;+oco[ on a :

> efa:E

SH

fa(2) 2 0 =

<— —lIn(z) > —ax

Inz
— — <aqa car —xz < 0

x
<~ a—g(x) >0
donc f,(x) et g(x) ont le méme signe pour tout réel z > 0.
(b) On distingue trois cas :
e Casoul<a< % : ’équation g(z) = a admet exactement deux solutions : u(a) et v(a).

Comme a — g(z) > 0 <= g(z) < a, on en déduit le tableau suivant d’apres le tableau de variations de g :

x 0 u(a) v(a) +o0
a— g(z) + 0 — 0 +
fa(2) + 0 - 0 4+

1
o Cas ou a = — : Iéquation g(z) = a admet exactement une solution, donc a — g(x) est de signe constant et

s’annule exactement une fois en x = e. On en déduit le tableau suivant :

x 0 e —+00
a— g(x) + 0 +
fa(®) + 0 +

1
o Cas ol a > - : I'équation g(x) = a n’admet aucune solution et a — g(z) > 0 pour tout réel z > 0 donc f, est
e

strictement positive sur ]0; +oo].
6. (a) Dérivabilité de f, :
o x — —ax est dérivable sur ]0; +o0
e 1z +— e” est dérivable sur R
e Par composition z — e~%" est dérivable sur R.

1
o x — — est dérivable sur ]0; +o00[
x

o Par somme f, est dérivable sur |0; +oo].
Pour tout z €]0; +o0],

1
fola) = = +ae
T

donc

1

fi(x) >0 ae > =

= In(a) — ax > —In(z?) car In est strictement croissante
<= 2In(z) +In(a) —azx >0

< he(x) >0



done f/(z) est du méme signe que h,(z) quel que soit z €]0; +oo.

(b) Distinguons deux cas :

4
¢ Sia> —, alors hy(x) < 0 pour tout = €]0;+o00[ donc f, est décroissante sur ]0; +oo]
e

e Si0<a< ot alors h,(x) est négative hors de l'intervalle Jr(a); s(a)[ et positive dans cet intervalle. On a
donc :
x 0 r(a) s(a) +oo
() - 0 + 0 -
oo fa(s(a))
fa \ - \
fa(r(a)) 0

1
7. (a) Supposons que 0 < a < —. u(a) et v(a) vérifient f(u(a)) = f(v(a)) =0 d’apres la question 5.b).
e
D’apreés le tableau de variation de f, et sa limite en 400, f,(x) est strictement positive sur |s(a); +oo[. Elle est
strictement monotone sur ]0;7(a)[ et sur |r(a); s(a)[ donc elle s’annule au plus une fois sur chacun de ces intervalles.
On en déduit que u(a) €]0;7(a)] et v(a) €]r(a); s(a)], donc que ’ u(a) < r(a) <w(a) < s(a) ‘

De plus, on a alors f,(r(a)) < fo(u(a)) =0 donc f,(r(a)) est le minimum de f, sur |0; +o0].
(b) Allure du graphe :

fa(s(a))
7‘((1,)‘

f;(r(a)) \/ )

8. (a) r(a) est solution de hy(z) = 0 donc 21In(r(a)) 4+ In(a) — ar(a) =0 d’ot :

ar(a) 1
1 = — =1
n(r(@) = 2 — S Ina)
_ aréa) ~ n(ya)
d’ol1 en composant par exp :
ear(a)/Q

r(a) = NG

(b) En multipliant par a dans I’égalité précédente on obtient :

ar(a) = yae™(@)/2
2
D’aprés la question 2.b), 0 < r(a) < = donc 0 < ar(a)/2 < 1. Ainsi, 1 < e®(®)/2 < ¢ et finalement :
a

\/&<\/&ear(a)/2<e\/a

Puisque lirr%J Va = lin}) e+/a on en déduit d’aprés le théoréme des gendarmes que :
a— a—r

: — 1 ar(a)/2 —
lim ar(a) lim Vae 0




On écrit ensuite v/ar(a) = e®(@)/2 et lin%) e?(@)/2 = ¢0 = 1 par continuité de la fonction exponentielle.
a—

Ainsi, | lim var(a) = 1|
a—0

1
(c) On a, pour tout a €]0; |,

or lim v/ar(a) = 1 donc lim r(a) = +oo et lim ar(a) = 0 donc lim e~ (@) = 1, d’ott par somme de limites :
a—0 a—0 a—0 a—0

lim m(a) = —1
a—0

Partie 11

1. (a) On doit d’abord tester chacun des n groupes, donc effectuer n tests.
Pour chacun des X groupes positifs on effectue £ tests supplémentaires.
Ainsi, [T =n + (X |
(b) Pour tout i € [1,n], H; est négatif si et seulement si tous les prélévement du groupe i sont négatif.
La probabilité que ¢ prélévements indépendants soient tous négatifs est (1 — p)* donc :

P(« le test de H; est négatif ») = (1 — p)*

(¢) X compte le nombre de groupes testés positivement, donc X compte le nombre de succés dans la répétition
identique et indépendante d’'une méme expérience de succes « le groupe est positif », dont la probabilité de succes
est ¢ =1— (1 —p)* d’apres la question précédente.

Ainsi, X suit la loi binomiale de parameétres (n, 1—(1- p)e).

D’aprés le rappel, | E(X) = n(1 — (1 — p)*)

(d) Par linéarité de I’espérance,
E(T)=n+(E(X)
=n+nl(l—(1-p)"

N
=7+ N(1 —efni=p))

N
7 TNO- e %)

1
:N(1+£—ea£>

= N0+ fu(0)]

2. Calculons :

1 —3a
fa(3):§_eg
1
_ g _ e31n(l—p)
1
=-—(1-p)3
3~ (1-p)



1
3.0nal—-p> 7B donc In(1 — p) > —In(3'/3) =

4.

1 1
Orl—p> 7 donc (1 —p)® > 3 donc f,(3) < 0.

NE)

Pour ¢ = 3, on aura donc f,(¢) < 0 donc E(T) < N d’apres la question 1.d). Le nombre moyen de test effectué sera
plus petit avec la méthode de poolage qu’avec la premiere méthode.

(a)

In(3 In(3
—Letdonc a<£.

NE] 3 3
La suite (fo(n))nen- est strictement négative en n = 3, et strictement positive lorsque n > v(a). Ainsi le minimum
de cette suite est atteint pour au moins une valeur de n comprise entre 1 et |v(a)].

Supposons que ¢ est un entier vérifiant la propriété (MIN). D’apres les variations de f, (fq(n))nen+ est décroissante
pour 1 < n < |r(a)] et croissante pour |r(a)] +1 <n < |v(a)].
On en déduit que £ > |r(a)] et £ < |r(a)] + 1, d’ou :

[t=[r(a)] ou (=l|r(a) +1]

Puisqu’on a déja f,(3) < 0, on a nécessairement f,(¢y) < f,(3) <O0.

Comme f,(1)=1—e"*>0,0na .
In(3

Suivant I'indication de I'énoncé on pose ¢(a) = f4(2) — fa(3). ¢ est définie et dérivable sur |0; =5~ et :

=

In(3 1 _9a —3a
()[, go(a)za—e 204 o3

Va €]0;

1
Ya €]0; E[’ ¢'(a) =272 3¢ 3

. 3 1
¢'(a) >0 2e722>3e 3 &= e > 3T 52
-D

[\ GV

1 1 3
Orl—-p>—=donc —— < /3. Comparons 5 et

3
3 1-p
3\* 27
(2) —s 7Y
donc

3 )
§>\3/§

In(3)

Ainsi on a ¢'(a) < 0 pour tout a €]0; [ donc ¢ est strictement décroissante sur cet intervalle. On a :

L CwmE) —2/3mE) L 1
>6+e —e 3 3B

3 3
1 1 1 1 1 1 1 1
<2> =3 tandis que (32/3> =3 =g d’ou 3273 < 3 Ainsi, ¢ (né?))) > 0 donc ¢ est strictement positive
sur ]0; %[ On en conclut finalement que | f,(3) < f.(2) d’ou ¢y > 3. ‘




